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CLASA a IX-a — SOLUTII si BAREMURI

Problema 1. Fie ABC un triunghi oarecare si k un numar real nenul. Pe
laturile AB gi AC' ale triunghiului consideram punctele variabile M, respectiv
N, astfel incat

Aratati ca dreapta M N trece printr-un punct fix.

Solutie. Fie d paralela prin A la dreapta BC si P, respectiv (), punctele
de intersectie a dreptei M N cu dreptele BC', respectiv d. In cele ce urmeaza,
XY desemneaza segmentul orientat de la X la Y. Conform teoremei lui

Menelaus,
pPC  MA NC

PB  MB NA’

Tinand cont de relatia din enunt si de faptul ca PC = PB + BC', din
egalitatea de mai sus rezulta ca

Din asemanarea triunghiurilor orientate M AQ) si M BP, obtinem

MA
AQ=-—"=.PB
Q@ B ;

deci AQ = (1/k)BC. Prin urmare, punctul @ este fix.

Solutie Alternativa. Fie u = MB/MA si v = NC/NA, segmentele

fiind orientate conform conventiei din solutia precedenta; deci u # 1 si v # 1.



In raport cu o origine oarecare a planului, vectorii de pozitie ai punctelor
A, B, C' sunt legati printr-o relatie de forma rg = xrs + yre, unde = si y
sunt nigte numere reale. Vectorii de pozitie ai punctelor M si N sunt

U n 1
ry = — r r
M 1—uA 1—uB
T —Uu n
= r r
l—u 10 ©
v n 1
r = — r I
N 1—vA 1—1}0

Dreapta M N trece printr-un punct fix daca si numai daca exista o origine
a planului, nesituata pe dreapta AC, astfel incat vectorii ry; §i ry sa fie
coliniari, oricare ar fi u # 1 i oricare ar fi v # 1. Acest lucru este posibil
daca si numai daca exista doua numere reale x si y, astfel incat u —x = vy =
(u— k)y, oricare ar fi u # 1 si oricare ar fi v # 1; adica, u(1 —y) = = — ky,
oricare ar fi u # 1, ceea ce impune y = 1 si x = k. Prin urmare, dreapta
M N trece printr-un punct fix O al planului.

.............................................................. 4 puncte

In raport cu aceasta origine,

rg=kra+rc==Fk(rg+a)+ (rz+c),

unde a si ¢ sunt vectorii de pozitie ai punctelor A si C' in raport cu B.
Obtinem rz = —a— (1/k)c. In raport cu B, vectorul de pozitie al punctului
fix este deci a4 (1/k)c.

Problema 2. Fiind date numerele reale a,b,c,d > 0 si e, f,g,h < 0,
demonstrati ca inegalitatile ae+bc > 0, ef+cg > 0, fd+gh > 0, da+hb > 0,
nu pot fi simultan indeplinite.

Solutie. Inegalitatile se pot scrie be > a(—e), (—e)(—f) > c(—g),
(—g)(=h) > (—=f)d, da > (—h)b, cu toti factorii numere reale strict pozi-
tive. inmult;ind membru cu membru aceste inegalitati se obtine bee fghda >
aecg fdhb, absurd, caci cei doi membri au aceeasi valoare abcde f gh.

Solutie Alternativa. Punctele A(a,b), B(e,c), C(f,g) si D(d, h) se afla
in cadranele I, II III, respectiv IV. Cel putin unul dintre unghiurile ZAOB,
/ZBOC, ZCOD, ZDOA are masura mai mare sau egala cu 90°. Produsul
scalar al vectorilor care formeaza acel unghi este deci mai mic sau egal cu
zero, de unde concluzia.



Problema 3. Fiind date numerele reale pozitive distincte aq, ao, ..., a,,
n € N* gi o rearanjare by, by, ..., b, a lor, demonstrati inegalitatea

(a2 +by)(a2 +by) - (a2 +b,) > (aF +ay)(a3 + ag) - - (a2 + ay).

Solutie. Daca vreunul dintre a; este zero, concluzia este evidenta. Fara a
restrange generalitatea, putem atunci presupune ca 0 < a; < as < -+ < ap.

............................................................. 1 punct
Dintre toate rearanjarile xy, zo, ..., x, ale numerelor a;, as, ..., a,,
alegem una astfel incat produsul
(af +21)(a3 + x2) -+ (a5, + )
sa aiba valoarea minima.
.............................................................. 2 puncte
Fie ¢1, ¢o, ..., ¢, o astfel de rearanjare si ¢ < j doi indici oarecare.
Produsul corespunzator rearanjarii ¢y, ..., ¢, ..., ¢j,. .., C, este deci mai mic
sau egal cu cel corespunzator rearanjarii ¢y,...,¢j,...,Ci,...,Cp.
.............................................................. 2 puncte

Rezulta ca (a7 +¢;) (a5 +¢;) < (a7 +¢;) (a3 +c;), adica (a7 —a3)(c;—¢;) <0,
de unde deducem ca ¢; < ¢;j. Deci ¢, = ay, oricare ar fi indicele %, de unde
inegalitatea din enunt.

Solutie Alternativa. Pornim de la inegalitatea z%+y > y(x+1)?/(y+1),
adevirati pentru z, y numere reale pozitive, fiind echivalenti cu (z —y)? > 0.

Inmultind inegalititile corespunzitoare perechilor (a;,b;), 1 < i < n,
obtinem inegalitatea din enunt.

Problema 4. Fiind date secventele ordonate de numere reale distincte
a; < g < - < apsib <by <--- <by,n,méeN, n,m > 2, consideram
multimea
{a;+b;;1<i<n, 1<j<m}.

Demonstrati ca aceasta multime are exact n 4+ m — 1 elemente daca gi numai
daca ambele secvente sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie.

Solutie. Una dintre implicatii este imediata, caci pentru ratia comuna d
rezultd a; = a1+ (i—1)d si b; = by+(j—1)d, deci a;+b; = a1 +b1+(i+j—2)d,
in total n +m — 1 valori distincte.



Pentru implicatia inversa, sa remarcam ca a; + by < as + by < --- <
ap+b1 < a,+by <---<a,+b,,, deci multimea sumelor contine intotdeauna
cel putin n +m — 1 valori.

............................................................. 1 punct

Vom proceda prin inductie dupa n + m. Cazul n = m = 2 conduce
la a1 + by < a1 + by, as + by < as + by, de unde a; + by = as + by, adica
ag — aq :bg—bl.

Pentru n +m > 4, cel putin una dintre valorile n,m (fie ea m) este
mai mare decat 2. Atunci secventa obtinuta prin eliminarea lui b,, contine
m — 1 elemente, si se pierde cel putin suma a,, + b,,, maximul care nu mai
poate fi obtinut, deci raman cel mult n + m — 2 valori posibile ale sumelor.
Conform cu prima observatie facuta, acesta este numarul minim posibil de
valori, deci raman exact n + (m — 1) — 1 valori. Din ipoteza de inductie
rezulta ca secventele sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie. In mod
analog, prin eliminarea lui b; se pierde cel putin suma a; + b; (minimul care
nu mai poate fi obtinut), cu concluzie identica. Dar atunci secventele initiale
sunt in progresie aritmetica de aceeasi ratie.



